Chapitre 13

Les cables
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Mat haubané de 11 metres servant de soutien au tilleul classé de Doyon en Belgique, plusieurs
fois centenaire.

Conception, ingénieur conseil : Pierre Latteur, 2004-2005.
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1. INTRODUCTION

Les cables sont utilisés notamment pour les ponts suspendus ou haubanés, les
pylones haubanés, les couvertures suspendues ou les contreventements.

Les forons sont des assemblages de fils métalliques enroulés hélicoidalement autour
d'un fil central et constitués d'acier a trés haute limite d'élasticité atteignant plu-
sieurs fois celle de I'acier traditionnel de charpente. Ils peuvent contenir des centai-
nes de fils et atteindre des limites de rupture de plusieurs centaines de tonnes. Leur
module d'élasticité intrinséque E. est plus petit que celui du matériau acier a cause
de l'enroulement des fils en hélice : une valeur de 170.000 [MPa] n'est pas rare.

Les cdbles sont constitués d'un ensemble de torons alignés (on patle de cibles a
torons paralleles) ou enroulés autour d'une dme centrale métallique ou textile (on
patle alors de cordages). Les cordages possédent un module d'élasticité intrinseque
encore plus faible, qui peut étre inférieur a 140.000 [MPa].

_—— Fil métallique central

—————e )
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Ensembles de torons
Cable a torons paralléles enroulés : cordages

Dans le cadre de cet ouvrage nous parlerons toujours de cible, indépendamment
des distinctions ci-dessus.

Le calcul exact d'une structure composée de cibles est souvent labotieux pout une
raison évidente : contrairement aux structures a éléments rigides, la géométrie
déformée d'un céble aprés chargement est tres différente de sa géométrie
initiale. Cette particularité a une double conséquence : d'une part, le principe de
superposition n'est plus applicable ct, d'autre part, le calculateur ne peut plus se
baser sur la géométrie de la structure non chargée pour écrire les équations d'équi-
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libre comme il a I'habitude de le faire pour les structures classiques (dans la mesure
ou l'on peut négliger les effets du second ordre, voir chapitre 1, §12).

2. GENERALITES SUR LA STATIQUE DES CABLES

2.1. La parabole et la chainette

L'arc funiculaire et le cable sont des structures analogues. En effet, pout une méme
géométrie et un méme chargement, les efforts qui y régnent ne different que par
leur signe : l'arc est en compression tandis que le cable est en traction. Par ailleuts,
dans le chapitre relatif aux arcs funiculaires, la géométrie parabolique a été claire-
ment distinguée de la chainette (chap. 11, §5) :

* la parabole est le funiculaire d'une chatge uniformément répartie par unité de
longueur horizontale, par exemple un tablier suspendu (on néglige le poids
propre du cable et des suspentes) :

Charge distribuée de type 1 :
Parabole

Ohoriz [KN/M] uniforme

N

* la chainette est le funiculaire d'une charge uniformément répartie par unité de
longueur prise % Jong du cable, comme son poids propre éventuellement combi-
né a une couverture directement accrochée au cable :

Charge distribuée de type 2 :
Chainette

b T 1A
Choriz [KN/M] variable

ITTTrrrrroro il
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Dans la suite de ce chapitre, on patlera d'une charge distribuée de type 1 lorsque
la charge est uniformément distribuée par unité de longueur horizontale (parabole)
et d'une charge distribuée de type 2 dans l'autre cas (chainette).

2.2. Les équations d'équilibre externe et le calcul des réactions d'appui

Nous ne considérons ici que les cables soumis a des charges verticales. Dans ce cas
les deux réactions horizontales sont forcément égales mais de sens opposés. Par
ailleurs, les deux réactions d'appui verticales peuvent étre différentes si les charges
sont dissymétriques ou les appuis a des niveaux différents. L'équation d'équilibre
horizontal servant a prouver que les deux réactions horizontales sont égales, trois
équations sont encore nécessaires. En plus de 1'équation d'équilibre vertical et de
celle d'équilibre des moments par rapport a I'un des appuis, on peut encore profiter
du fait que /e moment fléchissant est nul en tout point du cible pour établir une seconde
équation d'équilibre des moments, pat exemple par rapport au point le plus bas du
cible. Toutes les réactions d'appui peuvent alors étre calculées.

2.3. Constance de la composante horizontale de 1'effort de traction

Si les charges sont verticales, les deux réactions horizontales sont égales et de sens
opposés. L'équilibre des efforts hotizontaux sur tout troncon du cable montre
alors que la composante horizontale Ny de l'effort de traction qui y regne est cons-
tante et égale 4 la réaction d'appui hotizontale Ry Cette propriété est aussi valable
pour les cables soumis a une charge distribuée.
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Structure de la toiture de la gare de Leuven, Belgique. Photo du dessus :
cable de contreventement des arcs métalliques supportant la couverture de la
gare, vu de la naissance des arcs en téte de pile. Photo du dessous : accrochage
de ces mémes cables en téte de pile. (Architectes et ingénienrs Samyn and Partners avec
le burean d'études Setesco; photos de I'anteur, 2004).
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2.4. Cable droit = effort infini

La réaction d'appui horizontale d'un cible dont les appuis sont au méme niveau, de
portée L, de fleche H et soumis a une charge répartie ¢, est égale a celle de 'arc
(chap. 11, §3.2), soit ¢I.2/(8H). De ce fait, si le cable est de plus en plus tendu, la
fleche H du cable diminue et le dénominateur de l'expression précédente tend vers
zéro. 1l est donc impossible de rendre un cable complétement droit puisqu'il fau-
drait pour cela lui appliquer une traction infinie.

2.5. Module d'élasticité selon la corde d'un cible trés tendu

Par corde, on entend la droite joignant les appuis. Comme expliqué au §1, l'enrou-
lement en hélice est responsable du fait que le module d'élasticité intrinséque E,
d'un cable est plus petit que le module d'élasticité E du matériau. Dans certains cas,
un autre phénomeéne doit aussi étre pris en compte dans I'évaluation du module
d'élasticité.

En effet, lorsque des cables sont utilisés comme des barres de treillis destinées
uniquement a reprendre des efforts normaux, ils sont fortement tendus entre deux
points. C'est le cas des cables de ponts haubanés, de ceux des pylones haubanés ou
de certains contreventements. Dans de telles situations, ces cables, horizontaux ou
obliques, sont si tendus que l'eeil pourrait faire croire qu'ils sont parfaitement
droits. En réalité, leur poids propre leur donne une déformée inévitable : ils se
comportent alors comme des éléments droits, mais dont le module d'élasticité est
inférieur au module d'élasticité intrinséque E, du cable.

Il est des lors utile de définit un module d'élasticité pris selon la corde du cible
(c'est-a-dire selon la droite joignant ses appuis), noté Eu, et qui est alors fonction
a la fois du module d'élasticité intrinséque E. du cible et de la contrainte qui y re-
gne.

appuis. En supposant dans un premier temps
qu'il est inextensible (module d'élasticité E du
matériau infini), il est possible de le tendre da-

Soit Ly la longueur d'un cable tendu entre deux Corde\

vantage par un supplément d'effort AN, allant
de pair avec un écartement de ses appuis égal a

AL. Ly

Le cable de section A se comportte alors comme une barre dont le module d'élasti-
cité apparent vaut (on utilise ici la loi de Hooke, voir chap. 1, §7) :
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Eapp = (AN/A)/(AL/ LO)

Comme le module d'élasticité intrinséque E. du cible n'est pas infini (il vaut, pat
exemple, 170.000 [MPa]), le module selon sa corde vaut finalement :

E.E
corde — — < Ec < E
E. + Eapp

2.6. Trongon soumis a I'effort de traction maximal

Comme la composante horizontale de l'effort de traction doit rester S
constante (voir §2.3), c'est le troncon le plus incliné qui est soumis au e
plus grand effort de traction. C'est donc a I'un des deux appuis (et pas /N
nécessairement au plus élevé) que cet effort sera maximum. ,

2.7. Théoréeme d'analogie avec la poutre N, -C%=

Ce théoreme, également utile pour la recherche des formes funiculaires des arcs
(voir chapitre 11, §7.5), est d'une importance capitale pout la résolution de certains
problemes liés aux cables. 1l postule que /a forme du cible est la méme que celle du dia-
gramme des moments d'une poutre de méme portée soumise anx mémes charges. Il s'énonce
comme suit :

Soit un cable soumis a un cas de charge quelconque (charges ponctuelles
et/ou distribuées) :
Ve

v

VClA A . e N RH

D A WXLt »| Hx
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* soit Ry la réaction d'appui hotizontale;

* soit H, la distance verticale entre un point du cable et la droite joignant ses ap-
puis (définie par le terme cord);

* soit M, le moment fléchissant, au méme point, d'une pouttre isostatique de méme
portée que le cable et supportant les mémes charges.

Alorson a: Hy =M, /Ry

Cette propriété se démontre aisément comme suit :

1. Equilibre des couples extérieurs par rapport a l'appui droit, respectivement
pour la poutre et le cable :

Poutre :  Vp, L =-ilQi (L - Xi) D
. = Ve =V =Ry —
L

Cible : VgL + R,D = Zn:Qi (L -x)

i=1

[1]

2. Le moment en tout point (x,)) du cable est nul. En y faisant I'équilibre de rota-
tion du trongon situé a gauche de ce point, on obtient :

VarX = Ryy = ZQi(X_Xi)ZO 2]
i=1

3. Le moment M, en toute abscisse x de la poutre vaut, en considérant le troncon
situé a gauche de cette abscisse x':

M, =VpX - ZQi(X_ Xi) 3]

i=1
En éliminant le terme de somme entre [2] et [3], on trouve :
M, = (Ve = Ve )x + Ryy

En éliminant de cette telation le terme (VPl - VCl) a partir de [1], on obtient :
D _
Ryl y+ TX =M, ou encore: |RyH, =M, (CQFD)

Remarquons que la démonstration est a peu de choses pres identique si le cable est
soumis a des charges réparties, combinées ou non a des charges ponctuelles.
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2.8. Un céble peut-il reprendre de la compression ?

La réponse est : oui, s'il est précontraint, c'est-a-dire s'il est déja le sicge d'un effort
de traction.
<+—Effort horizontalQ

En effet, supposons un mat stabi-
lisé par des barres obliques rigides. Compression :
Lotsqu'on applique un effort hoti- 0,5Q/sina
zontal Q en téte, la barre de droite
est tendue et celle de gauche com-
primée, comme l'illustre la figure
ci-contre.

Traction :
0,5Q/sina

Supposons maintenant que les deux barres obliques soient des cables. Celui de
gauche ne peut reprendre l'effort de compression car il se détend complétement.
Le mat subit alors un effort de compression Q/tgd et le cable de droite un effort
de traction plus grand, égal a Q/sina. Cette situation est évidemment a prosctire
car en plus, un cable ne peut jamais étre détendu pour des raisons de fatigne des
assemblages.

Si on exerce uniquement une pré-
tension (précontrainte) dans les
deux cables, par exemple via un
dispositif a tendeur placé a leurs
appuis, on obtient les efforts sui- Effort de co
vants : dans le m§

PrétensiorP/ \PrétensiorP

Si maintenant la charge horizontale de téte s'applique en plus de la précontrainte, et
pour autant que cette derniere soit suffisamment grande, on constate que le cable
de gauche n'est plus détendu mais qu'il peut cette fois reprendre un effort de
compression égal a 0,50/sinQ, exactement comme une barre droite de méme factenr EA le
Sferait :

«&— Effort horizontalQ

Traction :
P+0,5Q/sina

Avec Traction :
P>0,5Q/sina P—O,5Q/sina/

Effort de co ressiorT
dans le mit : Rcoso
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2.9. Contréle de la mise en tension dans un cible

Nombreuses sont les situations ou 'on a besoin de mettre des cables sous tension
et de connaitre avec exactitude la valeur de leur précontrainte. Prenons I'exemple
d’un mat haubané. La précontrainte dans les haubans devra :

* ctre suffisante pour que ceux-ci ne solent jamais complétement détendus sous
les charges variables (de vent par exemple). Dans le cas contraire on s’expose a
des problemes de fatigue des assemblages, des problemes de déplacements ex-
cessifs de la structure et des déformations trés visibles des cables ;

* ctre limitée pour ne pas dépasser la contrainte maximale autorisée lorsque les
charges extérieures créent des efforts internes qui se superposent aux efforts
dus a la précontrainte.

11 existe sur le marché certains appareils de mesure portables capables de mesurer
Peffort de tension qui regne dans un cable. Ces appareils sont toutefois colteux et
leur usage est limité aux petits diametres. On peut aussi munir les cables de disposi-
tifs de mesure fixes et définitifs comme des capteurs de forces ou des jauges de
contrainte fixées sur les tendeurs.

Une autre méthode utile pour connaitre la précontrainte est de tendre un fil léger
entre les deux appuis du cable de sorte que ce fil soit le plus confondu possible
avec la corde du cable (fil le plus droit possible). On mesure ensuite a mi-portée la
distance verticale Q. entre le fil et le cable, ce qui permet indirectement de retrou-
ver Peffort de précontrainte.

Pour un cable oblique inscrit dans un rectangle de largeur L et de hauteur H, de
poids propre ¢ et soumis a une précontrainte Fjy, il est possible d’établir, pour une
valeur de H/L donnée, une relation linéaire entre deux nombres sans dimensions,

respectivement L./ Onax et Fyi/ gL.. Ces nombres sont donc directement en rapport
avec la fleche maximale Onax d’une part et Peffort de précontrainte Fy. d’autre patt.

Cette relation provient directement des équations d’équilibre du cable parabolique
(ou de 'arc parabolique équivalent, voir les équations du chapitre 11, §3.5) :

F
L fonctio H =
O L gL

La figure suivante traduit cette relation pour les rapports H/L les plus communs,
avec un pas de 0,1 pour H/L (H/L=0 : hotizontal, H/I.=1:245° H/L = 2).
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H/L =0 H/L =1
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Exemple d'utilisation de la figure ci-dessus :

Les photos de la page 322 montrent les cables de contreventement d’une couvet-
ture métallique qui doivent étre mis en place avec une précontrainte de 50 kN. Ces
cables pesent 75,83 N/m et leur géométrie en plan est la suivante :

ld“ H=5,44m
- ax
b L=1952m -
I:préc 50000
Ona: = = 3377 et HIL = 5,44/19,52 = 0,279

gL 7583107219520

Le graphique ci-dessus fournit alors la valeur suivante de Gna 2 considérer pour le
montage des cables :

L
5— = 250 donc Omax=19520/250 = 78,1 mm

max
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3. LES SITUATIONS RENCONTREES EN PRATIQUE

Indépendamment des hypothéses de calcul, des méthodes particulicres de
résolution, du type de chargement ou de la position des appuis, diverses situations
peuvent se présenter a lingénieur praticien ou l'architecte. Nous en retiendrons
trois :

U L'approche de conception

Clest celle de 'architecte qui impose les dimensions globales de la structute et
qui demande 2 l'ingénieur de lui calculer la faisabilité de son projet. Dans ce
contexte, les données sont les dimensions I et H du cable chargé ainsi que la
valeur et la position des charges. Les indéterminées sont alors la géométrie
exacte du cable chargé, les efforts internes (et réactions d'appui) et la longueur
du cable avant (Io) et apres chargement.

Données : dimensions (L, H), valeurs ¢ ou (; et position horizontale L, des charges.
Indéterminées : géométrie exacte (d1, &), efforts internes et réactions d'appui, longueur
du cable.
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[ L'approche d'expertise

Cette approche est celle de I'expert, face a sa mission d'enquéte, qui a la pos-
sibilité de relever 7 situ la géométrie déformée de la structure et d'évaluer la
valeur et la position des chatges. D'un point de vue calcul, ce cas est plus fa-
cile 2 appréhender que le précédent puisqu'il s'en distingue par le fait que la
déformée exacte, et donc aussi la longueur du cable, sont cette fois connues 1.
De ce point de vue, c'est donc un cas particulier de I'approche de conception.

Yd

Données :dimensionsl{, H), valeursg ouQ; et position horizontalk; des char-
ges, longueur du cable, géométrie exadiedp).
Indéterminées :efforts internes, réactions d'appui, longueuidtet_, du cable

[ L'approche pragmatique

Cette approche consiste a mette en place un cable de longueur initiale Ly
connue sur lequel ont été préalablement accrochées les charges. Dans ce
contexte, les données sont la longueur initiale du cable et la position des
charges le long du cable (ainsi que leur valeur). Les indéterminées sont la
fleche maximale H du cable, sa géométrie exacte, les efforts internes, les réac-
tions d'appui et la longueur du cible chargé (compte tenu de son allonge-
ment).

H?

Données :portée L), valeursQ; des charges et longuefrdes trongons,
longueur initiale du cablk,.
Indéterminées :géométrie exactal(, d,) et fleche maximalél, longueur
du cable chargé, efforts internes et réactiongpdiap

1 Précisons toutefois que la valeur g ou Q; des charges pourrait étre une inconnue du probléme,
auquel cas la résolution se complexifie et peut comporter plusieurs solutions. Ce type de probléme
ne sera pas abordé dans ce chapitre.
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4. LES HYPOTHESES SIMPLIFICATRICES

Comme expliqué au {1, la non linéarité du comportement propre a un cable peut
rendre les méthodes de calcul lourdes et fastidieuses. Rappelons cependant que la
plupart des logiciels actuels sont capables de traiter les problémes sans aucune
simplification. Il reste toutefois utile de pouvoir apprécier I'influence de certaines
hypotheses, combinables ou non, pouvant entrainer une simplification non négli-
geable des problemes. Ces hypotheses simplificatrices sont les suivantes :

[ La parfaite flexibilité du cable

Vu la trés grande flexibilité des cables, cette hypothése postule que le moment
fléchissant est nul en toute section de ceux-ci.

[ L'élancement géométrique L/H

Quand un cable est trés tendu, on dit qu'il est dancé > ou que son élancement
L/H est grand. Pour I./H = 10, la longueur du cable ne vaut que 1,026 fois
sa portée L et on peut raisonnablement commencer, pour L/H supérieur a
10, a patler de grand élancement.

L/H =30 L/H =40

Comme expliqué au §2.1, la charge peut ne pas étre distribuée de maniere uni-
forme par unité de longueur horizontale (charge de type 2), de telle sorte que
plus l'élancement I./H du cable est faible, plus sa forme quitte la parabole
pout rejoindre celle de la chainette, d'équation plus complexe.

L'hypothése de grand élancement I./H permet de considérer que les charges
de type 1 et 2 sont équivalentes, ce qui a pour conséquence de pouvoir adop-
ter la géométrie parabolique.

2

On parle aussi de cable surbaissé mais cette dénomination préte a confusion.
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[0 L'inextensibilité du cable

Le cable travaille en traction, contrairement a l'arc comprimé dont le dimen-
sionnement au flambement lui confére une section qui travaille souvent bien
loin de la limite d'élasticité du matériau et qui en fait une structute trés peu dé-
formable lorsqu'il est le funiculaire des charges. Par ailleurs, le type d'acier uti-
lisé pour les cables est souvent un matétiau a trés haute limite d'élasticité
(1000 [MPa]...1500 [MPa]...). Il en résulte qu'ils peuvent avoir une section
tres faible par rapport aux efforts qu'ils supportent et que leut longueut, aprés
mise en charge, peut ¢tre sensiblement plus grande que la longueur a la pose.
L'hypothése d'inextensibilité est donc a faire avec prudence et ne peut étre
considérée que lors d'un avant-projet.

On montrera au §5.2 que I'hypothése d'inextensibilité est en faveur de la
sécurité a la rupture, mais qu'elle peut par contre sous-estimer grandement
l'augmentation verticale de la fleche H du cible, et ceci d'autant plus que ce-
lui-ci est élancé.

[ L'importance relative des charges ponctuelles et des charges réparties

Selon l'importance relative des charges ponctuelles et des charges réparties
(par exemple le poids propre), on pourra négliger les unes ou les autres. Il est
évident qu'un tel choix n'est pas toujouts facile et nécessite de la part de l'in-
génieur qui le fait suffisamment de sens pratique et d'expérience.

[J L'importance du poids propre

Négliger le poids propre doit se faire en connaissance de cause. De fagon gé-
nérale, lorsqu'un cible est dimensionné pour reprendre des charges extérieu-
res et qu'il travaille 2 une contrainte proche de sa limite d'élasticité, le poids
propre est négligeable. Ceci est détaillé au §5.1.

Toutefois, il peut atriver que, pour diverses raisons (limitation des effets de la
fatigue, décalage des modes propres, déformabilité, etc...), un cable travaille a
une contrainte bien inférieure a sa limite d'élasticité. Dans ce cas il se peut que
le poids propre du cible ne soit pas négligeable et il est alors opportun d'en
tenir compte.

Les commentaires précédents permettent d'établir le schéma de la page
333, qui met en évidence six cas distincts, correspondant chacun a une si-
tuation, des hypothéses et des équations descriptives parfois trés différen-
tes. Ces six cas sont étudiés en détails aux §5, §6, §7, §8, §9 et §10.
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TABLEAU RECAPITULATIF DES CAS TRAITES
AUX §5, §6, §7, §8, §9 ET §10

Cible soumis a une
charge répartie
Jl 4

Charge répartie de type 1 Charge répartie de type 2

WL THEEEELE vl

Inextensible ), U H

élancement quelconque jmeee Y ___M_____ .

! Inextensible ) i i Extensible |
Blancé Elancement Elancement
quelconque  quelconque
— L J J
'z Y Y
CAS 1 (§5) : parabole CAS 2 (§6) CAS 3 (§7)
(*) : 'extensibilité
peut toutefois étre
ptise en compte de Cable soumis 2 des charges
maniére indirecte ponctuelles combinées ou non
a une charge répartie
4 Il

Charges ponctuelles Charges ponctuelles et réparties
prépondérantes du méme ordre de grandeur
b

inextensible ( u ﬂ

W Chatge répartie de type 1 ' i Charge répartie de type 2
Inextensibli ! Extensible

CAS 4 (§8) ® CAS 5 (§9)

CAS 6 (§10), CAS PARTICULIER : le cible précontraint soumis a un
effort transversal
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5.CAS1: CABLE PARABOLIQUE
Comme le montre le récapitulatif en page 333, cette situation correspond a :
* un cable inextensible d'élancement I./H quelconque soumis a une charge dis-
tribuée de type 1, grande par rapport au poids propre du cable;
* un cable inextensible d'élancement I./H grand (cable fort tendu) soumis a une

charge distribuée de type 2, comme son poids propre par exemple.

Remarque 1 : il est possible de prendre indirectement en compte ['exctensibilité du cible
commie excpligné an §5.2.

Remargue 2 : il est possible de prendre en compte des appuis situés a des niveanx: djfférents
(voir 11, exemples 1, 2 et 3).

Ry=qU2 ~Ry=qL/2

] I+

R R R

g [KN/m]

La réaction hotizontale Ry s'obtient en faisant 1'équilibre de rotation de la moitié
gauche du cable, par rapport a son point bas. On obtient exactement les mémes
valeuts que pour l'arc funiculaire (chapitre 11, §3) :

gL L _ L _qL qL*
RyH +—0—=R, - avec =— => R,=— [l
" 2 a3 T "
Notons que, pour un cible oblique dont la distance verticale avec sa corde a mi-

portée est notée Oma, la réaction horizontale est encore la méme que pour l'arc
oblique, soit gl 2/80max (voir chapitre 11, §3.5).

On démontre aussi, de la méme maniere que pour l'arc, que la géométrie est une
parabole. En effet, le moment en tout point de coordonnées (x)) est nul et, en
considérant la partie de cable située a gauche de ce point, on a :

_qL qlL? X _4H
M(X,y)=—X—-——Yy-— —=0 =— x(L-X 2
(% Y) TR (qX)2 = Y=z (L=-x [2]
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L'effort maximal se produit aux appuis et vaut :

12 4H \? di
s TR (B w5 e
dx

Enfin, la longueur totale du cable vaut (voir figure correspondante et démonstra-
tion au chapitre 11 relatif aux arcs funiculaires, §3.4) :

L=l = [ Jadray? = [ el D) ax= L[ L
o= Jy Jodvor = [ ) o= 1(7)

[4]
2 2
avec f (Lj = 1+(ﬁj +L|n ﬂ+ 1+(ﬂj
H L L

L 4H

Les équations précédentes sont adaptables lorsque les appuis ne sont pas au méme
niveau : voir exemples 1 a 3 au {11.

Mode de résolution dans un cas de conception ou d'expertise :

L, H et ¢ sont connus. On en déduit directement la géométrie parabolique par [2],
les réactions d'appui par [1], l'effort normal maximal par [3] et la longueur du cable

par [4].
Mode de résolution pour l'approche pragmatique :

ce cas consiste a mettre en place, entre deux appuis distants de I, un cable de lon-
gueur Iy donnée, éventuellement chargé avant ou apreés mise en place par une
charge uniformément répartie.

Dans ce cas, la relation implicite [4] permet de calculer la fleche H en fonction de
la longueur du cable Ly et de la portée L qui sont connus. Les équations [1] a [3]
permettent ensuite de calculer directement les réactions d'appui, l'effort maximal
dans le cable et I'équation de la parabole.

5.1. Peut-on négliger le poids propre du cédble ?

Soit g la charge extérieure et ¢ la charge de poids propre du cable, considérées
toutes deux comme des charges de type 1. La charge totale ¢ est alors la somme de
ces deux charges. Soit ple poids volumique de l'acier [kN/m?] et Ola contrainte a
laquelle le cable travaille en setrvice, incluant donc les ceefficients de sécurité.

La charge de poids propre g n'est pas connue puisque le poids propre dépend de
la section A du cable, qui elle-méme dépend de I'effort maximal N, calculé a
partir de la charge totale.
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Sachant que si le cable travaille 4 la contrainte de setvice g, on a :

N g
A=—T2 e pA = = N =—
o et p Upp pqpp

Par ailleurs, en réécrivant [3], on obtient :

2 2
N = M 1+ [ﬂj
max 8H L

En éliminant N des deux équations précédentes, on obtient une nouvelle équa-
tion dans laquelle seule la charge de poids propre ¢y est inconnue :

qup _ (qpp + qtext)l-2 1+ (4_Hj2
0 8H L

T - ! g

qexf(ajsHl_l
p) L (4sz
1+
L

L'équation précédente permet d'établir la figure ci-dessous, calculée en considérant

Elle peut encore s'écrire :

une contrainte de service O égale a 1000 [MPa] et un poids volumique de
785.10 7 [N/mm?’).

6

b

ext

L =500 [m]

| Tz = 1000 [MPa]

3 /
i L

/
I
(=300

|

—
] [ L =50[m

o e

6 7 8 9 10

3 4 5
i i> N S — ——— > L/H
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Cette figure montre que, méme pour un cable en acier de 500 metres de portée
déja relativement élancé (I./H = 10) et travaillant a une contrainte de 1000 [MPa],
le poids propre ne représente que 5,5% de la charge extérieure.

5.2. Peut-on négliger 1'extensibilité du célble ?

Il est, a ce stade, intéressant de se demander quelle est l'influence de I'hypothéese
d'inextensibilité sur les résultats. En supposant que le cable travaille a la contrainte

de setvice 0 sa longueur apres chargement vaut Lo+(07 E)Ly en vertu de la loi de
Hooke (chapitre 1, §7).

En prenant 0= 1000 [MPa] et E, = 170.000 [MPa], un allongement maximal du
cable de 0,6% est obtenu. L'équation [4] de la page 335 permet alots, pat une

résolution numérique, de calculer la fleche @H (@>1) du cable apres déformation,
en fonction de son élancement géométrique I/ H :

[4] : "—L°= f(ﬁ}

L oH

= 1006f (LJz f(i) implicite en a
H aH
j (a>1)

La résolution de I'équation précédente pour plusieurs valeurs de I./H permet de
tracer la figure suivante :

1,18
a
1,16 =
Facteur multiplicatife de la fleched /

114 d'un cable travaillant & la contrainte 7
112 500, 1000 ou 1500 [MPa] suite a son I

' allongement : | 1500 [MPa]
1,10 H - oH
1,08

\ 1000 [MPa]\

1,06

, e
1,04

—_ — [ '500 [MPa]|
1,02
—
1,00
0 1 6 7 8 9 10
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Le graphique ci-dessus est éloquent : il montre que plus le cable est élancé (L/H
grand), plus son augmentation relative de fleche H va étre importante lors de la
mise en charge. Par exemple, pout un élancement prévu de L/ H=5, H augmentera
de 5% pour un acier travaillant a 1500 [MPa].

En d'autres termes, plus I'hypothése de grand élancement est valable, moins
celle d'inextensibilité 1'est. Cette conclusion est toutefois a prendre avec certai-
nes réserves. En effet, une augmentation de la fleche H aura pour effet de dimi-
nuer non seulement les réactions horizontales mais aussi l'effort maximal dans le
cable, comme le montrent [1] et [3]. Ceci veut donc dire que méme si I'hypothése
d'inextensibilité peut sous-estimer largement les déplacements, elle est en
faveur de la sécurité.

Cables de contreventement d'une ossature métallique devant étre
couverte d'une toile tendue. Sur la photo les cables n'ont pas encore
été completement tendus. (Station de Métro Erasme, Bruxelles, 2003 —
architectes et ingénieurs Samyn and Partners avec le burean d'études Setesco; Photo

Guy Clantin).



Chapitre 13. Les cibles 339

6. CAS 2: CABLE INEXTENSIBLE EN CHAINETTE

Comme le montre le récapitulatif en page 333, cette situation correspond a un
cable inextensible d'élancement I./H quelconque soumis a son poids propre com-
biné éventuellement a une autre charge distribuée de type 2. Si I/ H est grand, on
se retrouve dans le cas 1 (§5).

RV:qL/Z: :szql_lz

L'approche de calcul consiste ici a isoler un morceau infinitésimal de cable et a
établir des équations d'équilibre en fonction de sa géométrie. Cette démarche
conduit aux équations ci-dessous, dans lesquelles / est la coordonnée courante le
long du cable, Ry la réaction d'appui horizontale, N(x) l'effort dans le cable, I la
longueur totale du cidble et ¢ la charge par métre % /ong du cable, c'est-a-dire le
poids d'un metre de cable et de couverture, le cas échéant.

_2R, . gL
Equation implicite en Ry : Lo= qH SmhyF{ZRH J ]

Le calcul de Ry permet alors l'utilisation des expressions suivantes, dans lesquelles
sinhyp et coshyp sont les fonctions sinus et cosinus hyperboliques :

_ Ry qL | q(L_
y(x)——q (coshy{ZRHj coshy;{—RH [—2 X)JJ [2]
_Ryfa q(L_
[(X)= _q [_ZRH smhyp{—RH (—2 X)j] [3]
_ q(L_
N(x) =R, coshy{ R) (2 XD [4]

-X

X _
Pour rappel,  sinhyp(x) = % et coshydx

-X

):exl
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Mode de résolution dans un cas de conception ou d'expertise :

L, H et ¢ sont connus.

L'équation implicite [2] fournit la valeur de Ry (en posant y(x = L./2) = H).
L'équation [1] donne alors directement L.

L'équation [2] donne la géométrie et la [4] l'effort dans le cable (maximal en x=0).
Mode de résolution pour l'approche pragmatique :

La longueur du cible Ly est connue, ainsi que L et ¢.

L'équation implicite [1] fournit la valeur de Ry
L'équation [2] donne la géométrie et la [4] l'effort dans le cible (maximal en x= 0).

Remarque : si les appuis ne sont pas au méme niveau, se rapporter au CAS 3.

Mats haubanés pour éoliennes. (iles du Cap Vert,
Boa-Vista; Photo de l'autenr, 2001)



Chapitre 13. Les cibles 341

7. CAS 3: CABLE EXTENSIBLE EN CHAINETTE

Comme le montre le récapitulatif en page 333, cette situation correspond a un
cable extensible d'élancement I/ H quelconque soumis a son poids propre combi-
né éventuellement a une autre charge distribuée de type 2.

Remarque : si le cable est élancé et que l'on peut considérer que son allongement est négligeable,
on se retrouve dans le cas 1 (f5).

La longueur du cable aprés mise en place n'étant plus la méme que la longueur
initiale I, le calcul se complique. Comme pour le cas 2, les équations s'obtiennent
en écrivant 1'équilibre d'un trongon de cable de longueur infinitésimale, qui subit
cette fois un certain allongement proportionnel a l'effort qui y régne.

Cette démarche conduit aux équations ci-dessous, dans lesquelles / est la coordon-
née courante le long du cable avant déformation, Ry la réaction d'appui horizontale,
Ry la réaction verticale a l'appui gauche, N(/) l'effort dans le cable, Lo et Ay res-
pectivement la longueur totale du cable et sa section avant mise en place et ¢ la

charge par meétre courant / /Jong du cable.

Equations implicites en Ry et Ry.q:

L= Rubo | R—[arcsmhy;E Ria j arcsmhy;{ R~ Ao B [
EA 9 Ry

_ Lo _ gl RH( {R\/A)z_ (R\/A qLo)
s ) T
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Siles appuis sont au méme niveau, ces équations deviennent :

R :% et L, = 2':” sinhyp{q—L—ﬁj

Le calcul numérique de Ry et Ry4 permet alors l'utilisation des expressions suivan-
tes :

(o (o A, Re (&) (Rv_q')
0= R 5+ 2 J1+ =) U &

H

x(h)= E—:: + %[arcsinhyp{%}—arcsinhprRV’:?—_qlB [4]

H

A

| NO =Ry 2+ (Rl 5]

Mode de résolution dans un cas de conception ou d'expertise :
L, H, g, E et Ao sont connus.

La résolution numérique du systeme d'équations [1], [2] et [3 ou 4] fournit la valeur
de Ry, Rr4 et Lo (en posant y(/ = o) = D ou encore x(/=Lo)=L).

L'équation [5] donne alors directement N() et Nimax=N(/=0).
Mode de résolution pour l'approche pragmatique :
la longueur du cable L est connue, ainsi que L, ¢, E et Ao.

Les équations [1] et [2] permettent de calculer les réactions Ry et Ry
Les équations [3] et [4] donnent la géométrie et la [5] l'effort dans le cable (maximal
en /=0).
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8. CAS 4: CABLE INEXTENSIBLE SOUMIS A DES CHARGES
PONCTUELLES

Comme le montre le récapitulatif en page 333, cette situation correspond a un
cable inextensible d'élancement I/ H quelconque soumis a des charges ponctuelles
grandes par rapport au poids propre du cible, qu'on suppose négligeable. Les pro-
pos de cette page sont également valables si les charges ponctuelles sont combi-
nées a une charge de type 1.

Remarque : ['extensibilité pent étre prise en compte de maniere indirecte, comme illustré dans

Lexcemple 5 du §11.

Le théoréme d'analogie avec la poutre (§2.7) prend ici toute son importance.
Mode de résolution dans un cas de conception ou d'expertise :

sont connus : L, H, D, les charges (O, ... , O, ainsi que leur position horizontale L,
Iy, ..., L,

La premiére étape consiste a déterminer les 3 réactions d'appui inconnues. Les
deux premiéres équations correspondent a l'équilibre vertical et a I'équilibre des
couples par rapport au point A. Si les appuis ne sont pas au méme niveau, l'équili-
bre des couples par rapport a l'autre appui B fournit la troisieme équation. S'ils
sont aux méme niveau, la troisiéme équation s'obtient en faisant 1'équilibre des
couples pat rapport au point le plus bas du cable, dont la position s'obtient facile-
ment grace au théoreme d'analogie avec la poutre (voir exemple 5, §11).

Ensuite, ce méme théoreme permet de déterminer la forme du cable et en particu-
lier chaque hauteur H;, de méme que la longueur totale du cable L.

Finalement, l'effort en toute section du cable est déterminé a partir de sa projection
horizontale connue et égale 2 Rp. En particulier, l'effort maximal dans le cable
s'obtient a I'un des appuis.

w/VQn

Ll Li Ln I—n+l

A
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Mode de résolution pour l'approche pragmatique :

sont connus : 1, Lo, D, les charges O, ... , O, ainsi que la longueur de chaque tron-
con 51, cery S;,+1.

RVB

Cette fois le théoréme d'analogie avec la poutre n'est plus utile. En effet, la position
horizontale des charges est inconnue puisque celles-ci ont été placées sur le cable
avant mise en place.

Si 7 est le nombre de charges appliquées au cable, les inconnues du probleme sont
les trois réactions d'appui, les (#+1) efforts relatifs 2 chacun des troncons rectili-

gnes et les (n+1) angles & correspondants (voir figure ci-dessus). La longueur de
ces troncons étant connue, il y a donc un total de (2#+5) inconnues a déterminer.

Les équations nécessaires peuvent se décomposer en deux groupes :

* la premiére équation est une condition géométrique tandis que les deux suivan-
tes découlent de I'équilibre global de la structure :

S cosf =L
At R = ZQI
sL=R, D+ Z(Q' (j'z:? cos6 jj (couples par rapport a A)

i=1

* il faut déterminer les (2#+2) équations supplémentaires nécessaires. A cet effet,
il suffit d'effectuer une coupure fictive dans chacun des (#+1) troncons rectili-
gnes et d'y écrire les équations d'équilibre vertical et horizontal de la partie de
cible située a gauche de la coupure :

N, cost, =R,
i-1

N;sing, =R, - ZQJ

j=1
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On sera particulierement attentif au signe des siné dans la seconde équation.

44

T+

..
i
e

Passerelle suspendue et contreventée par des cables. (Népa,
Annapurna, Marsyangdi Khola; Photo 1 alérie Mabaut, 1997).
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9. CAS 5: CABLE EXTENSIBLE SOUMIS A DES CHARGES
PONCTUELLES ET A UNE CHARGE REPARTIE DE
TYPE 2

On se rapportera si nécessaire au récapitulatif de la page 333.

La plupart des logiciels commerciaux permettent actuellement de traiter numéri-
quement ce genre de probleme et nous donnons a titre d'information les équations
non linéaires obtenues dans le cas ol une seule charge est appliquée au cable.

RVA

x(I) EH—A) R”{arcsmhy;{ J—arcsmhy[ER""?H qu (O=l<ly)

x(h)= E’A} R(’;{arcsmhy;{ J—arcsmhy;E Ra=Q —dl ]

Ql al, —arcsmhyé RARH ab, H (I, <1< L)

+arcsinhy

/—'5“\

N() =R +(R,-ql (O<l<l)

N(1) =R} +(Ra-Q-al)’ (,<I<Lo)
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Avec:

arcsinhy;{ﬁJ —arcsinhy;{MJ
Rilo, R R, R,

SCIER +arcsinhyr{W]—arcsinhyr{R’AT_% ]

L &)2_ L _\PVA—Ql—qLo)Z

L=

Un autre exemple de passerelle suspendue par des cables. (Népal, Annapurna, Marsyangdi
Khola; Photo V alérie Mabant, 1997).
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10. CAS 6 : CABLE PRECONTRAINT SOUMIS A EFFORT
TRANSVERSAL

En dehors de son application comme sus-
pente verticale, le cable droit, c'est-a-dire
confondu avec la corde joignant ses ap-
puis, possede une application importante
dans l'accrochage des facades vitrées ou
encore dans la réalisation de structures
précontraintes ou sous-tendues.

On s'intéresse ici au cas du cible de L
poids propre négligeable, tendu selon sa
corde avec un effort de précontrainte
noté P et soumis ensuite a un effort
ponctuel latéral O s'appliquant a mi-
longueur. En particulier, on désire voir
de quelle maniere la précontrainte P peut

téduire la déformation A du cible pro- v
duite par l'effort latéral Q.

F étant l'effort normal supplémentaire créé dans le cable par 'effort latéral O, il
s’allonge d’une valeur :

FL
Be=ga 1
C

On en déduit la valeur de 'angle @ formé par le cable avec sa corde :

. A oA 1
sina = ( =

e
L+A,)2 L(1+|:J
EA

Par ailleurs, 1'équation d'équilibre des forces au point d’application de Q est la sui-
vante :

2(F + P)sina = Q

Et en y remplacant le sinus par son expression en [2], on obtient :

aF+p2 L1 _-q p

L
14
E.A
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Afin d’éliminer l'effort inconnu F, une dernicre équation, purement géométrique,
peut étre établie :

2
NS +L7 =%(L +4,)

En élevant les deux membres au carré et en négligeant le terme AZC devant le

terme A L, on obtent:

2
En éliminant A a partir des relations [1] et [4] on trouve : _EFA = 2(%} 5]
C

Finalement, en insérant cette derniére équation dans [3], le terme en F/E.A est

éliminé et, sachant que Z(A/ L)2 est négligeable devant 1, il vient :

S(AT N 41(5] _Q
L E.ALL) EA

Cette équation permet de tracer la figure ci-dessous qui donne en ordonnée les

valeurs de A/L en fonction des valeurs de O/ E.A lues en abscisse. Chaque courbe
peut étre paramétrée en fonction de la valeur P/E.A de la précontrainte.
NL PI(E.A) = o 0,001 0,002 0,0030,004 0,005
T . /? 1 1 1 ? 1
£ i = L1
s [Pas de precontramti> 0] e 7 -
/

0,040

v

L1
0,035

pd
e
0,030

0,025 /
0,020 /

0,015

ANATARY

/

ARRVANA

// //
7
A/
e
/,//

limite E ./ o= 170.000/1000 = 170

NN

0,010

0,005 1 %

0,000 ; ;
0 0,0005 0,001 0,0015— Q/(E.A) 12
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Cette figure illustre le fait que la précontrainte P est favorable a la réduction de la
déformation du cable A due a un effort latéral Q.

Sur cette méme figure, la droite en pointillés, tracée pour un acier caractérisé par
une contrainte de service de 1000 [MPa] et un module d'élasticité L. égal a
170.000 [MPa], détermine une limite. A droite de celle-ci, tous les points des cout-
bes correspondent a des situations pour lesquelles la contrainte dans le cable dé-
passe la valeur admissible de 1000 [MPa], produite, soit par une précontrainte P
trop grande, soit par un effort latéral Q trop élevé. On explique ci-dessous, en re-
marque, comment obtenir I'équation de cette droite.

Pour un tel type d'acier, La zone utilisable est donc comptise entre la courbe en
gras relative 2 P=0 et la droite en pointillés.

En particulier, cette figure illustre que :

* plus la charge latérale O a reprendre est élevée, moins la précontrainte peut étre
grande et moins elle est capable de réduire la fleche A produite par l'effort laté-

ral O

A l'inverse :

* moins la charge latérale 0 a reprendre est élevée, plus la précontrainte peut étre
grande et capable de réduire la fleche A produite par l'effort latéral O,

Remarque : justification de la droite limite

La contrainte totale dans le cable doit étre limitée a la contrainte de service O:

(F+P)A<o

2
Or, les équations [3] et [5] fournissent : 4(F + P)% =Q1+ 2(%}

En éliminant (F + P) des deux équations précédentes et sachant que Z(A/ L)Zest

négligeable devant 1, on trouve :

> (0,25E/0)§A

C

A
L

Clest I'équation d'une droite dont le ccefficient angulaire vaut 025E/0 .
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11. EXEMPLES

Exemple1: (CAS1, conception)

On veut concevoir une passerelle qui doit relier deux berges distantes de 100 me-
tres et montrant une différence de niveau de 10 metres. Cette passerelle est compo- |
sée de deux cibles paralleles auxquels est suspendu un tablier, a I'image des photos
des pages 345 et 346. Pour chaque céble, la charge maximale, que l'on supposera
uniformément distribuée par unité de longueur horizontale, vaut 1 [kN/m]. !

Situation 1 : le cable descend plus bas que I'appdroit :
=~ L =100 [m]

Ry |H=20][ml!

1 1 v

ST

Par cable : 1 [KN/m]

Situation 2 : le cable ne descend pas plus bas glappui droit :
Rya L =100 [m]

y
R R

Par cable : 1 [KN/m]
Dans la situation 1, la fleche du cable H doit étre égale a 20 metres.
Dans la situation 2, le cable ne peut descendre pas plus bas que I'appui de droite.

Dans les deux cas, il est proposé de calculer l'effort maximal dans le cable, les réac-
tions d'appui et la géométrie du cable en considérant qu'il est inextensible. i

On propose ensuite d'évaluer l'influence de I'extensibilité du cable.
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Les hypotheses d'inextensibilité et de répartition uniforme des charges (de type 1)
correspondent au cas 1 relatif aux cables a géométrie parabolique (§5), dont certai-
nes équations ont été établies au §3.5 du chapitre 11 relatif aux arcs funiculaires

(appuis a des niveaux différents).
Situation 1 : H=20 [m]

[ Calcul de la géométrie

L'équation d'une patrabole passant par deux appuis comportant une différence
de niveau D et un point situé plus bas que les deux appuis a été établie au cha-

pitre 11, §3.5 (voir figure ci-dessous) :

y=AH
(a)

Et le point bas est situé a une abscisse

B =11716

2X(,[JL—X) avec =ZFH(1—1/1—D/H)

BL/2.

On obtient : y = 0,00582&(11716 — x) [m]

Point basen x =

58578[m]

Cable a tangente horizontale

y= izx(ZL - x)
L

enB:

Cable trés tendwa(= - 0,0001) :

A

CJ%/
>
£3

2
Y=ax2+[—D LaL Jx

— 1

—

10

v,

y
20 1< = 20 [m] \ /
x = 58,578 [m]

30

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

La résolution de l'intégrale suivante fo

urnit la longueur du cable :

100
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L, I,/dx +dy? j 1/1+ dy dx

J' ° J1+(0,6828 - 00117)’ dx= 10583 [m]

[J Réactions d'appui

Equilibre vertical : R ,+R,5= gL
2
Equilibre des moments par rapport a A : % =R;D+ RgL

Equilibre du trongon situé a gauche du point (x = 58,578, y = 20) par rapport
a ce méme point :

q D58,5782/2+ RyH=R, 158578
On en déduit Ry = 85,784 [kN], Ry4 = 58,578 [kN] et Ryp = 41,421 [kN].
U Effort maximal dans le cable

Comme la réaction verticale est la plus grande en A, c'est donc a cet appui que
l'effort dans le cable est le plus grand. Il vaut :

Nmax =y/RE + R7y =103877 [kN]

[ Prise en compte de 1'extensibilité du cdble

L'effort normal moyen dans le cable peut étre approximé par la moyenne en-
tre l'effort a 'appui A, 'effort a 'appui B et l'effort Ry au point bas, soit :

(103,877+95,261+85,784) /3 = 94,974 [kN].

Sile céable est dimensionné pour travailler 2 une contrainte de service de
1000 [MPa], sa section doit donc valoir N,./1000=104 [mm?]. En prenant
un module d'élasticité de 170.000 [MPa], son allongement vaut :

Ny o/EA: = (94974105830)/(170000L1104) = 568 [mm].

La longueur du cable apres déformation est donc de : 105,830 + 0,568 =
106,398 [m].

En pratique, on devrait donc mettre en place un cable raccourci de 568 [mm|]
afin de ne pas dépasser la fleche imposée de 20 métres a l'état chargé :
105,830 = 0,568 = 105,262 [m].
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Situation 2 : cable borizontal a l'appui de droite

U Calcul de la géométrie

Le cas limite d'un cable dont la tangente est hotizontale a I'appui bas corres-
pond a I'équation suivante (voir chapitre 11, §3.5) :

y= %X(ZL - X) avec D=H

Entre cette courbe et la droite joignant les appuis, il existe une infinité d'équa-
tions de paraboles qui correspondent a des cables de plus en plus tendus.
L'équation de ces paraboles est la suivante :

D -al®
y:ax2 +(zj avec —D/I12<a4<0
Pour 2 = 0, on retrouve l'équation y = Dx/L de la droite joignant les appuis.

Considérons la parabole tangente a 'hotizontale en B pour la suite du calcul,

dont l'équation est y =107 X(ZOO— X) [m].

Sa longueur totale vaut :

Lo 1o &) x = . v{02 - 0002Fcx= 1006631

[J Réactions d'appui
Equilibre vertical : R, +R,5= gL

2
Equilibre des moments par rapport a A : %= R,D + R;L

L'ordonnée du point situé a mi-travée se calcule a partir de 1'équation parabo-

lique ci-dessus et vaut 7,5 [m]. L’équilibre de rotation de la partie gauche du
2

cible pat rappott a ce point s’écrit : % +75R, = 50R,,

On en déduit Ry = 500,0 [kN], R4 = 100,0 [kN] et Ris = 0 [kN].
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La valeur nulle de Ry3 est logique puisqu'on ne pourrait avoir de réaction ver-
ticale induite par un cable qui arrive horizontalement sur un appui.

[0 Effort maximal dans le cable

Comme la réaction verticale est la plus grande en A, c'est donc a cet appui que
l'effort dans le cable est le plus grand. Il vaut :

Npax =4/ RE + Rja =509902[kN]

[ Prise en compte de 1'extensibilité du cdble

L'effort normal moyen dans le cable peut étre évalué par la moyenne entre
l'effort du c6té de I'appui A et l'effort du c6té de l'appui B, soit :

(509,902+500)/2 = 504,951 [kN].
Sile cable est dimensionné pour travailler a une contrainte de 1000 [MPa], sa

section doit donc valoit N,./1000=510 [mm?]. En prenant un module d'élas-
ticité de 170.000 [MPa], son allongement vaut :

Ny o/ E:A:. = (5049510100663)/(1700000510) = 586 [mm].

La longueur du cable aprés déformation est donc de : 100,663 + 0,586 =
101,249 [m].

En pratique, on devrait donc mettre en place un cable raccourci de 586 [mm],
ayant une longueur de : 100,663 — 0,586 = 100,077 [m].
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Exemple 2: (CAS 1, conception ou approche pragmatique)

Un mat de 12 metres de hauteur est stabilisé par trois cables inclinés a 45
degtés, disposés a 120 degrés les uns des autres et supposés inextensibles :

Poids propre des cables :
0,0167 [kN/m)]

20°

120¢

Course du tendeur :
10 [cm]

12 [m]
Chaque cible est muni d'un tendeur mécanique qui permet de le mettre en tension

apres son accrochage aux extrémités. La longueur totale d'un cable, tendeur

completement tendu y compris, vaut 12 \/E [m].

On désire calculer :

* la fleche maximale 9§, du cable lorsque le tendeur est complétement

détendu, ce qui correspond a une longueur totale 12 \/5 + 0,1 =17,07 [m].
® les réactions d'appui Ry, et Ry qui correspondent 2 la situation précédente.
* pour un effort de précontrainte de 5 [kN] appliqué grice au tendeur au

pied du cible, on désire calculer la fleche maximale J,,, correspondante

max

ainsi que le nombre de centimetres qui ont été pris sur le tendeur afin
d'atteindre cette précontrainte.
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[J Fléche maximale Onax lorsque le tendeur est complétement détendu

La longueur totale du cable y compris tendeur, avant mise en tension, est

égale a la valeur de 1242 [m] additionnée de la course maximale de 10 [cm]
du tendeur, soit 17,07 [m].

Sachant que le poids propre du cable est de 0,0167 [kN/m], la charge
distribuée prise par unité de longueur horizontale vaut :

0,01671.2/2/12 = 0,0236[kN/m]

H=D=12[m

T L=12[m 4R

L'équation d'un cible parabolique oblique fortement tendu entre deux appuis
est la suivante (elle a été établie au chapitre 11, §3.5 pour les arcs) :

y=ax? + (D - aLz)x/L avec —D/I12<a4<0
ou encore, en y substituant les valeurs de L et H :
y=ax + (1-12a)x avec —00833<4<0 (tout en [m])

La valeur du parameétre a s'obtient par résolution de l'équation différentielle
suivante (qui peut se résoudre par essais et erreurs a l'aide d'un tableur) :

1707 = [ di = [ Jax® + dy? = j:z 1+ (%jzdx
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Ouencore: 1707 = ["/1+ (2ax+ 1 - 12a) dx

La solution est : « = —0,031 [m)] et I'équation du cable est donc :

y = —0,031x? + 1,372x

AN

N\, Cord
Corde

1C

y = - 0,031 + 1372x \\\
12 . ! '
0 2 4 6 8 10 12 14

La distance verticale O entre le cable et sa corde d'équation y = Dx/L = x

vaut :

5 = (-0031x® +1372x) - x

La dérivée de cette expression vaut dd/dx = —0,062x + 0,372 et la fleche

maximale Ohax est donc obtenue a mi-portée (0,372/0,062=06) et vaut :

Ore = (- 00310062 + 1,37206) - 6 = 1116 [m]

U Réactions d'appui avant mise en tension
Equilibre vertical : R,y —R,g = qL = 0,2832[kN]
Equilibre des moments par rapport a A :

ql?/2+ RzL =R,D - 01416+ R, = R,

L'ordonnée du point situé a mi-portée se calcule a partir de 1'équation parabo-
lique ci-dessus et vaut 7,116 [m)].
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Equilibre de rotation de la partie droite par rapport a ce point :
qL?/8 + 6R; =(12 - 7116)R, - 04248+ 6R, = 4,884R,

On en déduit Ry = 0,381 [kN], R4 = 0,522 [kN] et Ry = 0,239 [kN].

U Caractéristiques du cible aprés mise en tension

ol X
2 :

6 \, Corde

1C+

y = —0,00328* + 1,03936x

12 : 1 "
0 2 4 6 8 10 12 14

On considére maintenant que le tendeur a permis d'introduire un effort de
précontrainte de 5 [kN] dans le cable, au niveau de l'appui B.

Ceci permet d'établir I'équation suivante : R5 + R%; = 25

Afin de déterminer les 4 inconnues Ry, Rz, Rip et Onax du probléme, il faut
encore écrire trois équations :

Equilibre vertical : R, —R,g = gL = 0,2832[KN]

Equilibre des moments par rapport a A: 01416+ Rz = Ry

Equilibre de rotation de la partie droite par rapport au point situé a mi-
portée :

2
% + 6Ryp =(6 ~ e JRy — 04248+ 6Ryg = (6 ~ T Ry
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Exemple de pied rotulé pour mat
haubané : la plaque d'about tepose
sur le socle en béton par l'inter-
médiaire d'un appui en néoprene.
La stabilité transversale est assurée
par une tige métallique scellée
dans le béton et traversant la pla-
que d'about, percée en son centte.
Source : mat haubané servant de
soutien au tilleul classé de Doyon
en Belgique, plusieurs fois cente-
naire. Conception, ingénieur
conseil : Pierre Latteur, 2004-
2005.

Ce systeme de 4 équations a 4 inconnues peut étre résolu assez facilement
puisqu'il se résume a la résolution d'une équation du second degré en Ry ou
R

On obtient :

Ry = 3,606 [kN], Ry-4 = 3,747 [kN], Ry = 3,464 [KN] et G = 0,118 [m]

Pour cette valeur de la fleche G, 0n peut maintenant calculer celle du para-
metre a ainsi que 1'équation du cable :

Opmax = (aDG2 +(1- 12a)D6) -6=0118 - a=-000328[m]
y = - 0,00328¢ + 1,03936¢ [m]

La longueur totale du cable vaut alors :

j 1+ (gyj dx = j \/1 + (- 0,00656x + 1,03936)dx = 16,972 [m]

Pour arriver a introduire la précontrainte de 5 [kN] dans le cable, il a donc été
nécessaire de raccourcir le cable, a l'aide du tendeur, d'une valeur de

17,070-16,972 = 0,098 [m], soit 9,8 [cm].
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Exemple 3: (CAS 1, approche pragmatique)

Un céble d'une longueur initiale Ly de 25,78 [m] est mis en place entre deux appuis
situés a des niveaux différents et possede un poids propre de 0,1 [kN/m]. On re- |
cherche la géométrie du cible et les réactions d'appui (et a priori on ne sait pas si le |
cible comporte un point plus bas que I'appui B). :

Rua L=25[m]

RVB

[J Recherche du point bas du céable et de sa géométrie

Le cas limite du cable dont la tangente est hotizontale a l'appui bas corres-
pond a I'équation suivante (voir chap. 11, §3.5) :

y= b (2L - X) 0,0048 50 X et la longueur du cable est égale a :

L, I,/dx +dy? .[ 1/1+ dy dx

j > J1+(024 - 0,0096) dx= 25,238 [m]

Or, le cable a mettre en place a une longueur de 25,78 meétres. 1l aura donc un
point bas relatif a une valeur H a déterminer, situé plus bas que l'appui B. Les
équations sont alors les suivantes (voir chap. 11, §3.5) :

4H H
y= Wx(,[ﬂ_ - x) = 0,0064F x(258 - x)

Avec ﬂ:%(l—,/l— D/H)=0667H (1~ yT-3/H)

Il faut donc calculer H a partir de l'ex-

2
pression de la longueur L et de sa va- L,=2578= jzs 1+ d_y dx
leur connue de 25,78 [m] : 0 dx
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La résolution de cette équation ne peut se faire que par solveur numérique.
On obtient H = 4,15 [m], 8= 1,31025, point bas en x=/£./2=16,38 [m].

La parabole correspondante est illustrée a la figure ci-dessous :

\ &

y = 0,0154%(327565- X) .
»
3 \ /

4 =

y =4,15 [m]
5 -
7

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

U Réactions d'appui
Le poids propre par metre est de 0,1 [kN/m].

Equilibre vertical : R,+R5= 25
Equilibre des moments par rapport 2 A : 01[025° / 2=3R, + 25R 5

Equilibre de rotation sur le trongon gauche par rapport au point bas de coor-
données (x=16,38, y=4,15) :

2
%J, 415R, = 1638R

On en déduit Ry = 3,242 [kN], Ri-4 = 1,638 [kN] et Ry = 0,861 [kN].

[0 Effort maximal dans le cable

Comme la réaction verticale est la plus grande en A, c'est donc a cet appui que
l'effort dans le cable est le plus grand. Il vaut :

N, =vR3 + R% =3632[kN]
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Exemple 4 : (CAS 1 et 2 : comparaison de la parabole et de la chainette)

Un cable d'une longueur initiale Iy de 20 métres doit étre installé entre deux appuis
situés au méme niveau et distants de 10 metres. Sachant qu'il ne subit pas d'autres :
charges que son propre poids, on désire comparer les résultats en prenant comme !
hypothése que la géométrie est parabolique, d'une part, et en chainette, d'autre patt.

Ry=qL/2 L=10[m :RV=qL/2

Calcul pour un cable inextensible parabolique (cas 1)

[ Calcul de la géométrie

La fleche H du cable s'obtient par résolution numérique de la relation [4] du

§5:

2 2

20= 29 o[ A} 20 AR AR o W = ga73(m)
2 10 4H 10 10

Et I'équation parabolique du cable est donc (repere en A) :

y= ‘:_—'jx(L - X) = 0,326%(10 - )

U Calcul des réactions d'appui et de 1'effort maximal dans le cible

Pris par unité de longueur horizontale, le poids propre du céable représente
une charge ¢ = 20[2/10 = 4 [N/m)], supposée constante de type 1. On a:

Ry =¢L/2 =20 [N], Ry=ql2/(8H) = 6,118 [N],

N, . =yR2 + R? =2091[N]
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Calcul pour un cable inextensible en chainette (cas 2)

Cette fois la charge ¢ est une charge de type 2 qui vaut précisément 2 [N] par metre
ptis /e long du cable. Le calcul de la géométrie doit passer par celui de la réaction
d'appui horizontale via I'équation suivante :

R, L - 10
Lo= qH SlnhyF{ 2(2{ J = 20=R, SlnhyF{R—J soit Ry = 4,592 [N]

H H

Ceci permet de déterminer 'équation du cable :

Ry ak |_ afL_
y(Xx) = q (coshyp{ZRHJ coshyp{RH(z XBJ

= 2,206(4,467- coshyf{0,436(5-x)))

Et la fleche H vaut y(x = I./2 = 5 [m]), soit H = 7,96 [m]

Effort maximal dans le cible: N =\/R% + R =2052[N]

La figure ci-dessous compare les deux géométries et montre que la chalnette est
plus "ample" et plus abrupte aux appuis :
0

2\ /

==
Ny

' \\ Chainett —#/
5

Parapol ——»//
$

10
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Exemple 5 : (CAS 4, conception)

Un cable que l'on supposera dans un premier temps inextensible est chargé
par des efforts verticaux répartis tous les 10 metres.

10IN] - 50 k20 [KN]

La fleche H est imposée et vaut 5 métres. On désire calculer les réactions .
d'appui ainsi que la géométrie exacte du cable. On propose aussi d'évaluer la validité !
de I'hypothése d'inextensibilité.

_______________________________________________________________________________________________

U Calcul des réactions d'appui et de 1'effort maximal dans le cable

Equilibre vertical : R,y +R,g =50
Equilibre des moments par rapport 2 B : 40R,, = 10C30+20L20+20C10

Ces deux équations permettent de calculer Rva = 22,5 [kN] et Ryp = 27,5

[kN].

Pour connaitre Rp, il faut faire I'équilibre de rotation du morceau de gauche
du cable par rapport au point le plus bas, dont la position est encote incon-
nue.

Selon le théoreme d'analogie énoncé au §2.7, la déformée du cable est l'image
du diagramme des moments fléchissants de la poutre suivante :

10 [KN] 20 [kN] 20 [kN]

v v v

225 [ TM =225 [kNm. M= 275 [kN m]T e i

M = 350 [kNm
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Ce diagramme des moments permet de connaitre le point bas du cable. Dans
ce cas, il correspond a la mi-portée (mais ce n'est pas toujours le cas!). On
peut alors établir la troisieme équation :

20R,,=5R, + 100 et on obtient Ry = 70,0 [kNN]

L'effort maximal dans le cable se produit dans le troncon le plus incliné, soit
dans le tron¢on aboutissant a I'appui droit. On a :

N, =+/R? + R% =75208[kN]

[0 Géométrie exacte du cable

La réaction d'appui hotizontale étant connue, la position du cable au point
d'application des forces se calcule grice au théoréme d'analogie avec la pou-
tre :

Fleche en x = 10 [m] = M(x=10)/Ry = 225/70 = 3,214 [m]
Fleche en x = 20 [m] = M(x=20)/Ry = 350/70 = 5,000 [m]
Fleche en x = 30 [m] = M(x=30)/Ry; = 275/70 = 3,929 [m]

10 [m] 10 [m] 10 [m] 10 [m]

v v v

e ~L2 Tsm e

[ Prise en compte de 1'extensibilité du cible

Sile cable est dimensionné pour travailler 4 une contrainte maximale de 1000
[MPa], sa section A est calculée a partir de l'effort maximal de 75,2 [kN] et
vaut 75 [mm?].

Par ailleurs, l'effort dans chaque troncon d'inclinaison @avec 'horizontale est
désormais connu et vaut : N = Ry/cos@= 70/cos 6.

Les allongements respectifs des différents troncons sont les suivants (on

prend E, = 170.000 [MPa]) :

Trongon 1 : N = 73,518 [kN], longueur 10,503
Trongon 2 : N = 71,108 [kN], longueur 10,158
Trongon 3 : N = 70,400 [kN], longueur 10,057
Trongon 4 : N = 75,209 [kN], longueur 10,744

. NL/(EA) = 61 [mm]
: NL/(EA) = 57 [mm]
. NL/(EA) = 56 [mm]
: NL/(EA) = 64 [mm]

—

m
m
m
m

—_—
[y i iy il
—

—
—
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L'allongement total du cible est done de 238 [mm).

Cet allongement est responsable d'une augmentation de fleche de l'ordre de
50 [cm], soit 10% de la fleche de 5 métres imposée au départ.

Pour tenir compte de cet allongement et pour que la fleche totale H ne dé-

passe pas 5 metres apres chargement, il faudra donc mettre en place un cable
dont la longueur a la pose vaut :

(10,503+10,158+10,057+10,744) = 0,238 = 41,224 [m].

Exemple 6 : (CAS 4, approche pragmatique)

Un cdble que I'on supposera inextensible est chargé par deux efforts 01 et 0> grands |
par rapport au poids propre du cable. Les charges (1 et (> ont été fixées au cable
avant mise en place et les distances S1, 52 et 53 sont donc connues.

20 [m]

Q1 =1,5 [kN]

On propose de calculer les réactions d'appui Ry.4, R, 5, Ry, ainsi que la géométrie du !
cable.

[0 Equilibre global de la structure

Si 8, 6, 6 sont les angles respectifs de chaque troncon de cable avec l'hoti-
zontale, on a :

Ra+REg=Q; + Q, (équilibre vertical)

20R,, =2R, +Q, (S cosh,)+Q, (20~ S, cosh,)  (couples par rapport a A)
S cosf, + S, cosl, + S;c0s0, =20  (compatibilité géométrique)
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Les inconnues du probléme étant au nombre de neuf (Ri4, Ris, Ry, 6, &, 6,
N1, N>, N3), il faut établir les six équations supplémentaires résultant de 1'équi-
libre des différents troncons de cable.

0 Equilibre partiel de la structure

e Equilibre du premier trongon

Les projections horizontales et verticales de l'effort N étant
respectivement égales aux réactions d'appui horizontales Ry et verticales
Ry on trouve :

N, cosf, =R,
N, sin€, =R,

e Equilibre du deuxiéme trongon

RVA
N, cosd, =R, < T ......................
N, sing, + R,y =Q, Ry

Q. = 2 [kN]
* Equilibre du troisiéme trongon

Pour ce dernier trongon, il semble plus judicieux d'isoler la pattie droite de

la structure :
¥ Rve

N;cosd; =R,
N;singd; =R &

N

U Résolution du systéme d'inconnues

Le systéeme comporte 9 équations non linéaires dans lequel les inconnues sont

Ri, Ry, Ry, N1, Noy N, G, G et 6;
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RiatRg =35

20R; =2R, +105co0sd, +40- 16c0sd,
7cosf, +15co0sd, +8cosf; = 20

N, cosf, =R,

N, sind, =R,

N, cosd, =R,

N, sing, +R,, =15

N, cosd; =R,

N;sind; =R5

Un tel systeme n'est évidemment pas facile a résoudre manuellement et on
imaginera sans mal la complexité des systemes d'équations relatifs a des struc-

tures a cables soumises a un grand nombre de charges extérieures. On ob-
tient :

R, =15 [kN] 6,=672° N, =16 [KN]
Ry =20[kN] 6,=30°  N,=06 [kN]
R, =06 [KN] 6,=732° N,=21 [kN]

La figure ci-dessous représente, a 'échelle, le cable mis en place :

) 20 [m ] ,
B v
2 {m]
S, =7[m] S=8[m]
=15 m]

2,70 [m] 14,97 [m 2,33 [m






